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1.2  	



 при условиях  

.
Решение
Так как ограничения даны в виде равенств, то задача в канонической форме. Третье ограничение домножим на (-1):

Решим задачу симплекс методом с искусственным базисом. Для этого во второе и третье равенства необходимо ввести искусственные переменные (так как нет базиса). Запишем М-задачу (M→∞):

Система ограничений этой задачи является системой уравнений, разрешенной относительно переменных . Свободные (неразрешенные) переменные приравниваем к нулю: . Получаем:

Записываем базисное решение , которое является начальным опорным решением с базисом . Вычисляем оценки разложений векторов условий по базису опорного решения по формуле:



где: - вектор коэффициентов целевой функции при базисных переменных; - вектор разложения соответствующего вектора по базису опорного решения; ск - коэффициент целевой функции при переменной хк.








Опорное решение, коэффициенты разложений и оценки разложений векторов условий по базису опорного решения запишем в симплексную таблицу:
	Б
	Сб
	А0
	0
	2
	1
	0
	0
	-М
	-М

	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7

	А3
	1
	10
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	А6
	-M
	2
	-1
	1
	0
	-1
	0
	1
	0

	А7
	-M
	12
	-1
	3
	0
	0
	-1
	0
	1

	∆k
	10
	1
	-1
	0
	0
	0
	0
	0

	(М-функция)
	-14
	2
	-4
	0
	1
	1
	0
	0


Текущий опорный план не оптимален, так как в индексной строке находятся отрицательные коэффициенты. Вводим в базис соответствующую переменную А2,  так как это наибольший коэффициент по модулю (с учетом М-функций). Столбец А2 становится разрешающим. Среди коэффициентов разрешающего столбца есть положительные, следовательно, можно выбрать разрешающую строку.
Для выбора разрешающей строки найдем минимальное отношение свободного члена из столбца А0 к соответствующему положительному  коэффициенту из разрешающего столбца, т.е. min{10/1; 2/1; 12/3} = min{10;2;4} = 2. Таким образом, в качестве разрешающей строки берем вторую строку таблицы и выводим переменную А3 из базиса. На втором шаге итерации базис будет состоять из переменных А3, А2, А7.
Заполняем вторую симплексную таблицу. Производим симплексное преобразование:
– вторую строку переписываем без изменений, так как ключевой элемент равен 1;
– из первой строки вычитаем вторую;
– из третьей строки вычитаем вторую, умноженную на 3;
– к четвертой строке прибавляем вторую;
– к пятой строке прибавляем вторую, умноженную на 4. Получаем:
	Б
	Сб
	А0
	0
	2
	1
	0
	0
	-М
	-М

	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7

	А3
	1
	8
	2
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	А2
	2
	2
	-1
	1
	0
	-1
	0
	1
	0

	А7
	-M
	6
	2
	0
	0
	3
	-1
	0
	1

	∆k
	12
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	0

	(М-функция)
	-6
	-2
	0
	0
	-3
	1
	0
	0


Получаем второе опорное решение  с базисом ,  
Текущий опорный план не оптимален. Вводим в базис переменную А4. В качестве разрешающей строки берем третью строку таблицы и выводим искусственную переменную А7 из базиса (и значит, далее последнюю строку (М-функцию) можно не рассчитывать). На третьем шаге итерации базис будет состоять из переменных А3, А2, А4.
Заполняем третью симплексную таблицу:
	Б
	Сб
	А0
	0
	2
	1
	0
	0
	-М
	-М

	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7

	А3
	1
	6
	4/3
	0
	1
	0
	1/3
	0
	0

	А2
	2
	4
	-1/3
	1
	0
	0
	-1/3
	0
	0

	А4
	0
	2
	2/3
	0
	0
	1
	-1/3
	0
	0

	∆k
	14
	2/3
	0
	0
	0
	-1/3
	0
	0


Получаем третье опорное решение  с базисом ,  
Текущий опорный план не оптимален. Вводим в базис переменную А5. В качестве разрешающей строки берем первую строку таблицы и выводим переменную А3 из базиса. На четвертом шаге итерации базис будет состоять из переменных А5, А2, А4.
Заполняем четвертую симплексную таблицу:
	Б
	Сб
	А0
	0
	2
	1
	0
	0
	-М
	-М

	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7

	А5
	0
	18
	4
	0
	3
	0
	1
	0
	0

	А2
	2
	10
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	А4
	0
	8
	2
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	∆k
	20
	2
	0
	1
	0
	0
	0
	0


Получаем четвертое опорное решение  с базисом ,  
Новый опорный план является оптимальным, так как все ∆j > 0.
Ответ: 

Задача 2. Сформулировать двойственную задачу к задаче 1 и решить ее.
Решение
Прямая задача имела вид:

Число неизвестных в двойственной задаче равно числу функциональных ограничений в исходной задаче. Исходная задача содержит 3 ограничения. Следовательно, в двойственной задаче 3 неизвестных: y1 – двойственная оценка («цена») ресурса I вида; y2 – двойственная оценка («цена») ресурса II вида; y3 – двойственная оценка («цена») ресурса III вида.
Целевая функция двойственной задачи формулируется на минимум. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции двойственной задачи являются свободные члены в системе ограничений исходной задачи:

Найдем двойственные оценки ресурсов с помощью теорем двойственности. Из соотношений второй теоремы двойственности вытекают следующие условия: 

Если  то yi = 0;

Если yi > 0, то 	
Подставим значения x1 = 0, x2 = 10, x3 = 0, x2 = 8, x3 = 18 в ограничения прямой задачи:



По второй теореме двойственности:

Получаем систему уравнений:

 (ден.ед.)
Условие первой теоремы двойственности выполняется, следовательно, рассматриваемый план оптимальный.
На основе свойств двойственных оценок и теорем двойственности:
Ресурс I вида имеет отличную от нуля оценку  – этот ресурс полностью используется в оптимальном плане и является дефицитным, т.е. сдерживающим рост целевой функции.
Ресурсы II и III вида используются не полностью и не влияют на план выпуска продукции. 




Задача 3. Решить задачу линейного программирования двумя методами:
графически в трехмерном пространстве и симплекс-методом.
3.2   	[image: ]
 при условиях  [image: ][image: ][image: ]
Решение
Представим заданные ограничения через уравнения плоскостей в отрезках:


- теперь в знаменателях стоят длины отрезков, которые плоскости отсекают на координатных осях Ox, Oy и Oz соответственно, считая от начала координат.
Построим эти плоскости:
[image: ]
Находится линия пересечения этих треугольников. Точнее, находятся координаты двух точек, являющихся концами части этой линии пересечения, лежащей в первом октанте. Множество допустимых планов (как правило) является симплексом с конечным числом угловых точек. Все эти угловые точки указывают на рисунке и точно вычисляют их координаты.

1) При 

1) При 

Вычислим значение целевой функции во всех угловых точках и выберем из них оптимальное:


Ответ: 

Решим задачу вторым - симплекс методом.
Задача представлена в общем виде:

Приводим модель к каноническому виду.
Добавим две дополнительные переменные:

g, h – базисные переменные; 
x, y, z – свободные переменные.
Составляем симплекс-таблицу:


	cj
сi
	Базисные переменные
	Значения базисных переменных
	4
	3
	4
	0
	0
	Q

	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	

	0
	A4
	30
	3
	5
	6
	1
	0
	30/3=10

	0
	A5
	40
	5
	3
	4
	0
	1
	40/5=8

	-
	∆j
	0
	-4
	-3
	-4
	0
	0
	



∆j = zj - cj,    zj = 
В последней строке есть отрицательные ∆j – план не оптимальный.
В начальной таблице наименьшее ∆j соответствует вектору А1 - он вводится в базис, а вектор А5 выводится, так как ему отвечает наименьшее Q. 
Производим симплексное преобразование. Получаем новую таблицу:
	cj
сi
	Базисные переменные
	Значения базисных переменных
	4
	3
	4
	0
	0
	Q

	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	

	0
	A4
	6
	0
	16/5
	18/5
	1
	-3/5
	6/(18/5)=1.67

	4
	A1
	8
	1
	3/5
	4/5
	0
	1/5
	8/(4/5)=10

	-
	∆j
	32
	0
	-3/5
	-4/5
	0
	4/5
	


В последней строке есть отрицательные ∆j – план не оптимальный. Вектор А3 - вводится в базис, а вектор А4 выводится, так как ему отвечает наименьшее Q. 
Производим симплексное преобразование. Получаем новую таблицу:
	cj
сi
	Базисные переменные
	Значения базисных переменных
	4
	3
	4
	0
	0
	Q

	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	

	4
	A3
	5/3
	0
	8/9
	1
	5/18
	-1/6
	

	4
	A1
	20/3
	1
	-1/9
	0
	-2/9
	1/3
	

	-
	∆j
	100/3
	0
	1/9
	0
	2/9
	2/3
	


Так как все ∆j  0 , следовательно, найден оптимальный план.
Таким образом, оптимальный план х* = (20/3; 0; 5/3; 0; 0)


Ответ: 
Задача 4. Решить транспортную задачу, для которой задана  матрица стоимостей перевозок с указанными запасами и потребностями. Предварительно выяснить -- открытой или закрытой является задача.
Указание. Начальный план выбираем по методу северо-западного угла или минимальной стоимости. Оптимизацию следует проводить методом потенциалов.
4.2     
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	запасы

	А1
	2
	5
	3
	2
	4
	100

	А2
	5
	3
	3
	4
	3
	200

	А3
	4
	7
	2
	3
	7
	150

	А4
	1
	8
	6
	5
	2
	150

	потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	


Решение
Количество товаров (100+200+150+150 = 600 ед.) равно количеству требуемых единиц товаров (150+80+80+140+150 = 600); таким образом, рассматриваемая транспортная задача относится к задачам с правильным балансом, а соответствующая модель относится к закрытым. 
Введем величины xij – объемы перевозок от поставщика i к поставщику j. Они образуют матрицу X = [xij] – 4 строки и 5 столбцов.
	
Поставщики
	Потребители
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	2
	5
	3
	2
	4
	100

	A2
	5
	3
	3
	4
	3
	200

	A3
	4
	7
	2
	3
	7
	150

	A4
	1
	8
	6
	5
	2
	150

	Потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	600


Составим исходный опорный план методом Северо-западного угла. 
Заполняем левую верхнюю клетку (1,1). Потребность предприятия В1 равны 150, а запасы базы А1 равны 100. Следовательно потребности предприятия В1 могут быть частично удовлетворены запасами базы А1. На базе А1 не останется запасов. Строку А1 дальше не рассматриваем. Потребителю В1 еще нужно 150-100=50 ед. товара:  со склада А2 привезем недостающие 50 ед. Столбец В1 вычеркиваем.
Продолжаем пока не будут распределены все запасы и удовлетворены все потребности.
	
Поставщики
	Потребители
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	A1
	2
100
	5

	3

	2

	4

	100

	A2
	5
50
	3
80
	3
70
	4

	3

	200

	A3
	4

	7

	2
10
	3
140
	7

	150

	A4
	1
0
	8

	6

	5

	2
150
	150

	Потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	600


Таким образом, все поставки распределены, получено начальное решение транспортной задачи:

Суммарные затраты на перевозки:
F(Х0) = 100*2+50*5+80*3+70*3+10*2+140*3+150*2 = 1640 д. е.
Проверка решения  на не вырожденность. Количество ненулевых элементов в решении  равно 7, ранг матрицы Rg A=4+5-1=8, решение  вырождено. Так как задача вырожденная, то в матрицу решения вводится базисная переменная равная нулю (х41).
Проверим полученный план на оптимальность. Для этого рассчитаем потенциалы поставщиков и потребителей (vj, ui) исходя из условий: 






	Цех
	Потребители
	Склад
	ui

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	

	A1
	2
100
	5

	3

	2

	4

	100
	0

	A2
	5
50
	3
80
	3
70
	4

	3

	200
	3

	A3
	4

	7

	2
10
	3
140
	7

	150
	2

	A4
	1
0
	8

	6

	5

	2
150
	150
	-1

	Потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	600
	

	vj
	2
	0
	0
	1
	3
	
	


На основании рассчитанных потенциалов определяем оценки для всех клеток матрицы перевозок по следующей формуле:



План X0 не является оптимальным, т.к. есть положительная оценка .
Для клетки 2,5 строим цепь. Проставляем по углам цепи, начиная с выбранной клетки, знаки «+», «−». В клетках со знаком «−» минимальная поставка 50. Ее перераспределяем по цепи. Там, где стоит знак «+», прибавляем, а где «−», отнимаем. Заполним расчетную таблицу 2.
	Цех
	Потребители
	Склад
	ui

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	

	A1
	2
100
	5

	3

	2

	4

	100
	0

	A2
	5
50 -
	3
80
	3
70
	4

	3
+
	200
	3

	A3
	4

	7

	2
10
	3
140
	7

	150
	2

	A4
	1
0 +
	8

	6

	5

	2
150 -
	150
	-1

	Потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	600
	

	vj
	2
	0
	0
	1
	3
	
	



Получаем новый план:
	Цех
	Потребители
	Склад
	ui

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	

	A1
	2
100  -
	5

	3

	2
+
	4

	100
	0

	A2
	5

	3
80
	3
70 -
	4

	3
50 +
	200
	0

	A3
	4

	7

	2
10 +
	3
140 -
	7

	150
	-1

	A4
	1
50 +
	8

	6

	5

	2
100 -
	150
	-1

	Потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	600
	

	vj
	2
	3
	3
	4
	3
	
	


Таким образом, все поставки распределены, получено начальное решение транспортной задачи:

Суммарные затраты на перевозки:
F(Х1) = 100*2+80*3+70*3+50*3+10*2+140*3+50*1+100*2 = 1490 д. е.
На основании рассчитанных потенциалов определяем оценки для всех клеток матрицы перевозок по следующей формуле:



План X1 не является оптимальным, т.к. есть положительная оценка .
Для клетки 1,4 строим цепь. Проставляем по углам цепи, начиная с выбранной клетки, знаки «+», «−». В клетках со знаком «−» минимальная поставка 70. Ее перераспределяем по цепи. Там, где стоит знак «+», прибавляем, а где «−», отнимаем. Заполним расчетную таблицу 3.


	Цех
	Потребители
	Склад
	ui

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	

	A1
	2
30
	5

	3

	2

	4
70
	100
	0

	A2
	5

	3
80
	3

	4

	3
120
	200
	0

	A3
	4

	7

	2
80
	3
70
	7

	150
	1

	A4
	1
120
	8

	6

	5

	2
30
	150
	-1

	Потребности
	150
	80
	80
	140
	150
	600
	

	vj
	2
	3
	1
	2
	3
	
	


Таким образом, все поставки распределены, получено начальное решение транспортной задачи:

Суммарные затраты на перевозки, представленные в данной таблице составляют:
F(Х2) = 30*2+70*4+80*3+120*3+80*2+70*3+120*1+30*2 = 1350 д. е.
На основании рассчитанных потенциалов определяем оценки для всех клеток матрицы перевозок:

Т.к. все оценки неотрицательны, условие оптимальности выполнилось, решение Х2 оптимально: 

Вывод: минимальные общие расходы на перевозку изделий составят 1350 д. е. Перевозки должны быть следующие:
Из 1-го склада необходимо груз направить в 1-й магазин (30), в 4-й магазин (70).
Из 2-го склада необходимо груз направить в 2-й магазин (80), в 5-й магазин (120).
Из 3-го склада необходимо груз направить в 3-й магазин (80), в 4-й магазин (70).
Из 4-го склада необходимо груз направить в 1-й магазин (120), в 5-й магазин (30).

Задача 5. Оптимальное поэтапное распределение средств между предприятиями в течении планового периода.
 Руководство фирмы, имеющей договор о сотрудничестве с тремя малыми предприятия,  на плановый годовой период выделила для них оборотные средства в объеме 100000 у. е.





 Для каждого предприятия известны функции поквартального дохода  и поквартального остатка оборотных средств  в зависимости от выделенной  на квартал суммы x. В начале квартала средства  распределяются полностью между тремя предприятиями (из этих вложенных средств и вычисляется доход), а по окончанию квартала остатки средств аккумулируются  у руководства фирмы  и снова распределяются полностью между предприятиями.
 Составить план поквартального распределения средств на год (4 квартала), позволяющего достичь максимальный общий доход за год.






6.2
Решение
Процесс распределения средств разобьем на 4 этапа – по соответствующим кварталам.
Показатель эффективности k-го шага равен: 
Fk = 2xk1 + 2.4xk2 + 3(ek-1-xk1-xk2) = -xk1  - 0.6xk2 + 3ek-1 
уравнение состояния принимает вид: 
ek = 0.9xk1 + 0.8xk2 + 0.4(ek-1-xk1-xk2) = 0.5xk1 + 0.4xk2 + 0.4ek-1 
Тогда рекуррентные соотношения Беллмана запишутся следующим образом: 
F4(e3) = max[-x41  - 0.6x42 + 3e3] 
0 ≤ x4 ≤ e3 
Fk(ek-1) = max[-xk1  - 0.6xk2 + 3ek-1 + Fk+1(0.5xk1 + 0.4xk2 + 0.4ek-1)] 
k = 1,..,3 
0 ≤ xk ≤ ek-1 
Проведем этап условной оптимизации. 
4-й шаг: 
F4(e3) = max[-x41  - 0.6x42 + 3e3] = 3e3 
0 ≤ x41 ≤ e3; 0 ≤ x42 ≤ e3;  
Так как показатель эффективности F4(e3) является линейной функцией относительно x41 и эта переменная входит в выражение со знаком минус, то он достигает максимума в начале интервала 0 ≤ x41 ≤ e3, т.е. при x41 = 0.Так как показатель эффективности F4(e3) является линейной функцией относительно x42 и эта переменная входит в выражение со знаком минус, то он достигает максимума в начале интервала 0 ≤ x42 ≤ e3, т.е. при x42 = 0. 
3-й шаг: 
F3(e2) = max[-x31  - 0.6x32 + 3e2 + F4(0.5x31 + 0.4x32 + 0.4e2)] = max[-x31  - 0.6x32 + 3e2 + 3(0.5x31 + 0.4x32 + 0.4e2)] = 0.5x31 + 0.6x32 + 4.2e2 = 4.8e2 
0 ≤ x31 ≤ e2; 0 ≤ x32 ≤ e2;  
x31 = 0.Так как показатель эффективности F3(e2) является линейной функцией относительно x32 и эта переменная входит в выражение со знаком плюс, то он достигает максимума в конце интервала 0 ≤ x32 ≤ e2, т.е. при x32 = e2. 
2-й шаг: 
F2(e1) = max[-x21  - 0.6x22 + 3e1 + F3(0.5x21 + 0.4x22 + 0.4e1)] = max[-x21  - 0.6x22 + 3e1 + 4.8(0.5x21 + 0.4x22 + 0.4e1)] = 1.4x21 + 1.32x22 + 4.92e1 = 6.32e1 
0 ≤ x21 ≤ e1; 0 ≤ x22 ≤ e1;  
Так как показатель эффективности F2(e1) является линейной функцией относительно x21 и эта переменная входит в выражение со знаком плюс, то он достигает максимума в конце интервала 0 ≤ x21 ≤ e1, т.е. при x21 = e1.x22 = 0. 
1-й шаг: 
F1(e0) = max[-x11  - 0.6x12 + 3e0 + F2(0.5x11 + 0.4x12 + 0.4e0)] = max[-x11  - 0.6x12 + 3e0 + 6.32(0.5x11 + 0.4x12 + 0.4e0)] = 2.16x11 + 1.928x12 + 5.528e0 = 7.688e0 
0 ≤ x11 ≤ e0; 0 ≤ x12 ≤ e0;  
Так как показатель эффективности F1(e0) является линейной функцией относительно x11 и эта переменная входит в выражение со знаком плюс, то он достигает максимума в конце интервала 0 ≤ x11 ≤ e0, т.е. при x11 = e0.x12 = 0. 
Этап безусловной оптимизации. 
Так как e0 = 100000, то Fmax = F1(e0) = 768800 и x11 = e0, x12 = 0. 
Так как e0 = 100000, то e1 = 0.5*100000 + 0.4*0 + 0.4*100000 = 90000 и x11 = e0, x12 = 0. 
Так как e1 =90000, то e2 = 0.5*90000 + 0.4*0 + 0.4*90000 =81000 и x21 =e1, x22 =0. 
Так как e2 =81000, то e3 =0.5*0 + 0.4*81000 + 0.4*81000 =64800 и x31 =0, x32 =e2. 
Так как e3 = 64800, то e4 = 0.5*0 + 0.4*0 + 0.4*64800 = 25920 и x41 = 0, x42 = 0. 
В результате средства по кварталам исследуемого года (табл.) оптимальным образом распределяются так: 
	Период
квартал
	Средства
	Предприятие №1
	Предприятие №2
	Предприятие №3
	Остаток
	Доход

	1
	100000
	100000
	0
	0
	90000
	200000

	2
	90000
	90000
	0
	0
	81000
	180000

	3
	81000
	0
	81000
	0
	64800
	194400

	4
	64800
	0
	0
	64800
	25920
	194400

	
	
	
	
	
	
	768800



При таком распределении средств за год будет получен доход, равный 768800 у. е.
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