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Задача  1
Средствами векторной алгебры найти:

1. Объем пирамиды А1 А2 А3 А4.

2. Длину ребра А2 А3.

3. Площадь грани А1 А2 А3.

4. Угол между ребрами А1 А2 и А1 А4.

Координаты  вершин пирамиды:

А1  (3,2,4); А2 (2,4,3); А3 (4,3,-2); А4 (-2, -4, -3).
Решение:

1. Объем пирамиды А1, А2, А3, А4:
Для нахождения объема пирамиды надо найти объем параллелепипеда, построенного на гранях А1А2, А1А3 и А1А4 и поделить его на 6.
Объем этого параллелепипеда равен модулю векторного произведения вектров A1А2, A1А3 и A1А4.
[image: image1.png]-1 2-1
1 -6
5-6—7

1 1
Vasazasas =  [A1AZ A1A3 A1Ad| = 5 19,66





Объем пирамиды равен: 19,666.

2. Длина ребра А2 А3:

[image: image2.png]IAZA3| = (= 2P + 05 =37 + (5~ 2P = V(A= + G- 7 + (-2 -3)* =
=5,477




Длина ребра А2А3=5,477.
3. Площадь грани А1 А2 А3:

Площадь грани А1А2А3 может быть найдена как половина площади параллелограмма построенного на векторах А1А2 и А1А3.

Площадь этого параллеграмма равна модулю векторного произведения векторов А1А2 и А1А3.

 [image: image4.png]= |A142 - 4143




 [image: image6.png]e |TTE
4147 « AT43| = |y 1| =-11
1 1-6

7j -3k




[image: image8.png]1 1
= J|ATAZ A143| = S -1 + (- 7)* + (=3)°



=6,689

Площадь грани А1А2А3 = 6,689.

4. Угол между ребрами А1 А2 и А1 А4:

Угол между A1А2 и A1А4 равен 90 градусов; sin(A1А2,A1А4)=1.
Ответ: объем пирамиды А1 А2 А3 А4 равен 19,666; длина ребра А2 А3 равна 5,477; площадь грани А1 А2 А3 равна 6,689; угол между ребрами А1 А2 и А1 А4 – 1.
Задача 2
Решить систему линейных уравнений  по формулам Крамера, выполнить проверку. 

[image: image9.png]2% =%, +3x3=1
X+ 2%+ % =8
4x, — 33, — 206, = —1




Решение:

Запишем систему в виде:
[image: image11.png]


  [image: image13.png]


 = (1,8,-1)

Главный определитель:

Δ = -41

Заменим 1-ый столбец матрицы А на вектор результата В:

[image: image15.png]


  [image: image17.png]


 = -82/-41 = 2
Заменим 2-ый столбец матрицы А на вектор результата В:
[image: image19.png]


  [image: image21.png]


 = -123/-41 = 3
Заменим 3-ый столбец матрицы А на вектор результата В:

[image: image23.png]


  [image: image25.png]


 = 0/-41 = 0
Неизвестные переменные xi:

[image: image27.png]


 = 2

[image: image29.png]


 = 3

[image: image31.png]


 = 0

Проверка:

2•2+-1•3+3•0 = 1

1•2+2•3+1•0 = 8

4•2+-3•3+-2•0 = -1
Задача 3
Решить систему линейных уравнений  методом последовательного  исключения неизвестных  Гаусса. Найти общее, частное, базисное  решения системы. 
[image: image32.png]2x; — X, +3X3 — X, + X5
X+ 20+ x, =2
2%, — X3 + 2% =3





Решение:
Запишем систему в виде расширенной матрицы:

	2
	-1
	3
	-1
	1
	5

	1
	1
	2
	1
	0
	2

	0
	2
	-1
	0
	2
	3


Для удобства вычислений поменяем строки местами:

	0
	2
	-1
	0
	2
	3

	1
	1
	2
	1
	0
	2

	2
	-1
	3
	-1
	1
	5


Умножим 2-ую строку на (2). Умножим 3-ую строку на (-1). Добавим 3-ую строку к 2-ой:

	0
	2
	-1
	0
	2
	3

	0
	3
	1
	3
	-1
	-1

	2
	-1
	3
	-1
	1
	5


Умножим 1-ую строку на (3). Умножим 2-ую строку на (-2). Добавим 2-ую строку к 1-ой:

	0
	0
	-5
	-6
	8
	11

	0
	3
	1
	3
	-1
	-1

	2
	-1
	3
	-1
	1
	5


В результате элементарных преобразований получена эквивалентная исходной система линейных уравнений:
[image: image33.png]—5x; — 6xy +8x5 =11
33, + %3 + 3%, — X5 =
2X; — X + X3 — X + X

1





Общее решение системы найдем с помощью обратного хода метода Гаусса.
Базисные переменные - [image: image35.png]Xy, X3, X3



.

Свободные переменные - [image: image37.png]Xy, X5



.

Теперь нужно все базисные переменные выразить только через свободные переменные:

[image: image39.png]


 = 6 + 2[image: image41.png]


 - 3[image: image43.png]



[image: image45.png]


 = 2/5 - (3/5)[image: image47.png]


 - (1/5)[image: image49.png]



 [image: image51.png]


= -11/5 - (6/5)[image: image53.png]


 + (8/5)[image: image55.png]



Общее решение системы:

[image: image56.png]



Базисное решение системы:

Приравняем переменные x4,x5  к 0.
[image: image57.png](6; 0,4; —2,2;0;0)




Частное решение системы:

Приравняем переменные x4,x5  к 1.
[image: image58.png]



Ответ: Общее решение системы - [image: image60.png](6 +2x = 3352 = (D) = (D) rsi =5 = (D) + () wsi s x5)



, базисное решение системы - [image: image62.png](6; 0,4; —2,2;0;0)



, частное решение системы - 
[image: image64.png]


.

Задача 4

Выполнить действия с матрицами:
[image: image65.png]23 4

12043 [10 1 21g [031
b1ss0 (5ot o5l a2
2212 253

12 3





Решение:

1)  Найдем произведение A*B:
Результатом умножения будет матрица C = A*B, у которой строк столько, сколько их в первом сомножителе, то есть 2, а столбцов столько, сколько их во втором сомножителе, то есть 3. Итак, матрицы C имеет размеры 2 x 3.
[image: image66.png]23 4
10 1
51-1
2-12
12 3

12043,
21320




Элемент [image: image68.png]


. В его вычислении участвует 1-ая строка [1 2 0 4 3] первого сомножителя A и 1-й столбец второго сомножителя B:
[image: image69.png]



[image: image71.png]


 = (1) * (2) + (2) * (1) + (0) * (5) + (4) * (2) + (3) * (1) = 15;
Элемент [image: image73.png]


. В его вычислении участвует 1-ая строка [1 2 0 4 3] первого сомножителя A и 2-й столбец второго сомножителя B:
[image: image74.png]



 [image: image76.png]


= (1) * (3) + (2) * (0) + (0) * (1) + (4) * (-1) + (3) * (2) = 5;
Элемент  [image: image78.png]


. В его вычислении участвует 1-ая строка [1 2 0 4 3] первого сомножителя A и 3-й столбец второго сомножителя B:
[image: image79.png]



[image: image81.png]


 = (1) * (4) + (2) * (1) + (0) * (-1) + (4) * (2) + (3) * (3) = 23;

Элемент [image: image83.png]


. В его вычислении участвует 2-ая строка [2 1 3 2 0] первого сомножителя A и 1-й столбец второго сомножителя B:
[image: image84.png]



[image: image86.png]


= (2) * (2) + (1) * (1) + (3) * (5) + (2) * (2) + (0) * (1) = 24;
Элемент [image: image88.png]


. В его вычислении участвует 2-ая строка [2 1 3 2 0] первого сомножителя A и 2-й столбец второго сомножителя B:
[image: image89.png]



[image: image91.png]


= (2) * (3) + (1) * (0) + (3) * (1) + (2) * (-1) + (0) * (2) = 7;
Элемент [image: image93.png]


 . В его вычислении участвует 2-ая строка [2 1 3 2 0] первого сомножителя A и 3-й столбец второго сомножителя B:
[image: image94.png]



 [image: image96.png]


= (2) * (4) + (1) * (1) + (3) * (-1) + (2) * (2) + (0) * (3) = 10.
Итак, C = 
[image: image98.png]15 5 23
24 7 10




2) Результатом умножения будет матрица C = A*B, у которой строк столько, сколько их в первом сомножителе, то есть 2, а столбцов столько, сколько их во втором сомножителе, то есть 3. Итак, матрицы C имеет размеры 2 x 3.
[image: image99.png]321

214
3 1253

5





[image: image100.png]AJITOPHTM pelleHHe U3/10KeH B I 1.




[image: image102.png]


 = (2) * (0) + (1) * (3) + (4) * (2) = 11;
[image: image104.png]


 = (2) * (3) + (1) * (2) + (4) * (5) = 28;
 [image: image106.png]


= (2) * (1) + (1) * (1) + (4) * (3) = 15;
 [image: image108.png]


= (3) * (0) + (2) * (3) + (3) * (2) = 12;
[image: image110.png]


 = (3) * (3) + (2) * (2) + (3) * (5) = 28;
[image: image112.png]


 = (3) * (1) + (2) * (1) + (3) * (3) = 14.
Итак, C =
[image: image114.png]11 28 15
12 28 14l




3) Сложение матриц А*В:

[image: image115.png]15 5 23

11 28 15| _ |15+11 5+28 23+15| _ |26 33 38
24 7 10

|+ 12 28 14~ 124+12 7+28 10+ 14 36 35 241




Ответ: [image: image117.png]|26 33 38
36 35 24/




Задача 5
Найти ранг матрицы:

[image: image118.png]—103-5
21-17
-118-8
53016
21-1-2




Решение:
Найдем ранг матрицы, вычтем 1-ую строку из остальных строк так, что бы в 1-ом столбце все элементы ниже обратились в 0, домножая на -2, 1, -5, -2, соответсвенно:

[image: image119.png]



Вычтем 2-ую строку из остальных строк так, что бы в 2-ом столбце все элементы ниже обратились в 0, домножая на 1, 3, 1, соответсвенно:

[image: image120.png]



Так как все элементы матрицы в 3-ом столбце, начиная с 3-ой строки равны 0, то поменяем местами 3 столбец на 4:

[image: image121.png]



Так как элемент в 3-ой строке и 3-ом столбце равен 0, то поменяем местами 3-ую и 5-ую строки:
[image: image122.png]



Так как не осталось ни одного элемента ниже 3-ой строки отличного от нуля, то на этом шаге завершим преобразования матрицы.
Так как количество нулевых строк равно 2, а общее количество строк равно 5, то ранг матрицы равен:

 rang|A|=5-2=3.
Ответ: ранг матрицы равен 3.

Задача 6
Решить систему линейных уравнений с помощью обратной матрицы. Вычисление обратной матрицы выполнить двумя способами: с помощью алгебраических дополнений  и путем элементарных  преобразований.

[image: image123.png]3x;—x%, =5
25+ %+ %3 =0
2%, — %, + 4%, = 15




Решение:

1) Найдем матицу A-1, обратную к матрице А, методом алгебраических дополнений:
Запишем систему уравнений в матричной форме:

A * X = B
[image: image124.png]



[image: image125.png]15





[image: image126.png]=3

X5




Значит, X = A-1 · B

Найдем детерминант матрици А:

К элементам столбца 1 прибавляем соответствующие элементы столбца 2 , умноженные на 2.
Разлагаем определитель по элементам первого столбца.
det(A) = [image: image128.png]1—1 0 1 1
=01 1|=1%|-1 4[=1x(1x4-1x(-1))
0 —1 4]





Определитель матрицы А отличен от нуля, следовательно обратная матрица A-1 существует.
Для нахождения обратной матрицы вычислим алгебраические дополнения для элементов матрицы А:

[image: image129.png]A G i WP B




[image: image130.png]Mo = (12|

—2

|:10




[image: image131.png]—2

Moo= (1] 7)

HEL




[image: image132.png]1 0

My = 2T D=4




[image: image133.png]3 0

Moo= 0225 G

|:12




[image: image134.png]3 —

My =025

HE




[image: image135.png]M= O D=




[image: image136.png]Mo =022, =3




[image: image137.png]Mys =0, T =1




[image: image138.png]



[image: image139.png]2 4 -1
10 12 -3
0o 1 1

MT =





Найдем обратную матрицу:

[image: image140.png]1 4/5 -1/5
212/5 —3/5
o 1/5 1/5

A™1 = M7 /det (4) =





Найдем решение:

[image: image141.png]14/ =1/51 151 |2
X=A=B=|212/5 —3/5|«|0|=|1
o 15 15l lsl I3





[image: image142.png]X, =2,%, = 1,x; = 3




2) Найдем матицу A-1, обратную к матрице А, путем элементарных преобразований:
На первом этапе (прямой ход) система приводится к ступенчатому виду, путем последовательного исключения переменных.

На втором этапе решения (обратный ход) мы будем последовательно находить переменные из получившейся ступенчатой системы.
A * X = B
[image: image143.png]



[image: image144.png]15





Для нахождения обратной матрицы запишим матрицу А, дописав к ней справа единичную матрицу:
[image: image145.png]



1-ую строку делим на 3:
[image: image146.png]1-1/3 0/1/30 0
—211{010
2-141001





От 2; 3 строк отнимаем 1 строку, умноженую соответственно на -2; 2:

[image: image147.png]0 1/31
0-1/3 4

2/3 10

1 -1/3 0
i —2/3 01

1/3 0 0}





2-ую строку делим на 1/3:

[image: image148.png]01 3
0-1/3 4

1-1/3 0
i 2 30
—2/301

1/3 0 0}




От 1; 3 строк отнимаем 2 строку, умноженую соответственно на -1/3; -1/3:

[image: image149.png]1 00
0 1 3

0 0 2

1 10
2 3 0

0 0 1




3-ую строку делим на 5:

[image: image150.png]1 01
0 1 3

0 01

1 10
2 30
0 0.2 0.




От 1; 2 строк отнимаем 3 строку, умноженую соответственно на 1; 3:
[image: image151.png]1 00
0 1 0

0 01

1 08 -02
2 24 —0.6

0 02 02




[image: image152.png]1

4/5

5 —
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[image: image153.png]14/ =1/51 151 |2
X=A=B=|212/5 —3/5|«|0|=|1
o 15 15l lsl I3





[image: image154.png]X, =2,%, = 1,x; = 3




Ответ:  [image: image156.png]X, =2,%, = 1,x; = 3




Задача 7
Даны две системы векторов [image: image158.png]ay, a,, a;



 и   [image: image160.png]by, by, by



. Определить, какая из этих систем образует базис; разложить вектор [image: image162.png]


  по этому базису. 
	[image: image163.png]



	[image: image164.png]



	[image: image165.png]



	[image: image166.png]



	[image: image167.png]



	[image: image168.png]



	[image: image169.png]




	(2, 1, 3)
	(-1, 0, 1)
	(0, 1, -1)
	(2, -2, 1)
	(-1, 0, 1)
	(-1, -2, 4)
	(5, 3, 10)


Решение:
1) Вычислим определитель, составленный из координат векторов [image: image171.png]ay, a,, a;



:
Разлагаем определитель по элементам первой строки:

[image: image172.png]2-10
101
3 1 -1

1
1l

[ERCE L PR EN





+[image: image174.png]e e R M R i B R CRN G VR DR
(1e(-1)—1=3)=2%(-1+ 1+ (- = -6




Таким образом, векторы [image: image176.png]ay, a,, a;



 линейно независимы и образуют базис.
2) Вычислим определитель, составленный из координат векторов[image: image178.png]by, by, by



:
[image: image179.png]2 —1 — 1
—2 0- 2|
1 1 4

A=

=2} TP T o gl




Таким образом, векторы [image: image181.png]by, by, by



 линейно зависимы и не образуют базис.
3) Разложим вектор [image: image183.png]


  по базису [image: image185.png]ay, a,, a;



:

Для разложения вектора по базису запишем векторное уравнение:
[image: image186.png]X185 + X0 + X35




Перепишем векторное уравнение в матричном виде и решим его методом Гауса:
[image: image187.png]2

jor
W
2w oo
o wu

0 0,




1-ую строку делим на 2:
[image: image188.png]1 0.5 1.5)2.
-101]|3
01 -1 |10




От 2 строк отнимаем 1 строку, умноженную соответственно на -1:
[image: image189.png]0 05 25 52:53}
0 1-11l10.




2-ую строку делим на 0.5:
[image: image190.png]1 0.5 1.5)2.
0 15 (11
0 1-11l10.




От 1; 3 строк отнимаем 2 строку, умноженную соответственно на 0.5; 1:

[image: image191.png]1 0 -1
01 5

0 0 —6l

=3
11
—1.




3-ую строку делим на -6:

[image: image192.png]10 -1
01 5

0o 0 1

-3
11}
1/6)




От 1; 2 строк отнимаем 3 строку, умноженную соответственно на -1; 5:

[image: image193.png]1
0

0
1
0

0
0

—17/6
61/6 }
1/6




[image: image194.png]



Ответ: Базис векторов - [image: image196.png]ay, a,, a;



, 
[image: image198.png]


.
Задача 8
Привести к каноническому виду  уравнение кривой второго порядка
[image: image199.png]ax® +

b

Xy

+

cy?+dx
+
ey

+

f:




и построить эту кривую.

	a
	b
	c
	d
	e
	f

	3
	2
	3
	14
	-6
	15


Решение:
Приводим квадратичную форму:
B = 3x2 + 2xy + 3y2
К главным осям, то есть к каноническому виду. Матрица этой квадратичной формы:

EQ B = \b\bc\| (\a \al \co2 \hs2 (3;1;1;3))
Находим собственные числа и собственные векторы этой матрицы:

(3 - λ)x1 + 1y1 = 0

2x1 + (3 - λ)y1 = 0

Характеристическое уравнение:

EQ \b\bc\| (\a \al \co2 \hs2 (3 - λ;1;1;3 - λ)) = λ2 - 6λ + 8 = 0
 λ2 -6 λ + 8 = 0

D = (-6)2 - 4 • 1 • 8 = 4

EQ λ1 = \f(-(-6)+2;2•1) = 4
EQ λ2 = \f(-(-6)-2;2•1) = 2
Вид квадратичной формы:

4x21 + 2y21.

Исходное уравнение определяет эллипс (λ1 > 0; λ2 > 0).
Находим главные оси квадратичной формы, то есть собственные векторы матрицы B:
λ1 = 4

-1x1 + 1y1 = 0

1x1-1y1 = 0

или

-1x1 + 1y1 = 0

Собственный вектор, отвечающий числу λ1 = 4 при x1 = 1:

EQ \x\to(x1)=(1, 1).
В качестве единичного собственного вектора принимаем вектор:

EQ \x\to(i)1 = (\f(1;\r(2)); \f(1;\r(2)))
EQ где \r(12 + 12) = \r(2) - длина вектора \x\to(x)1.
или

EQ \x\to(i)1 = (\f(1;\r(2)); \f(1;\r(2)))
Координаты второго собственного вектора, соответствующего второму собственному числу λ2 = 2, находим из системы:

1x1 + 1y1 = 0

1x1 + 1y1 = 0

или

1x1 + 1y1 = 0

EQ \x\to(x2)=(1, -1).
EQ \x\to(j)1 = (\f(1;\r(2)); \f(-1;\r(2)))
или

EQ \x\to(j)1 = (\f(1;\r(2)); -\f(1;\r(2)))
Итак, имеем новый ортонормированный базис (i1, j1).

Переходим к новому базису:

EQ \b(\a \al \co1 \hs2 (x;y)) = \b(\a \al \co2 \hs2 (\f(1;\r(2));\f(1;\r(2));\f(1;\r(2));-\f(1;\r(2)))) \b(\a \al \co1 \hs2 (x1;y1))
или

EQ x = \f(1;\r(2))x1 + \f(1;\r(2))y1
EQ y = \f(1;\r(2))x1 -\f(1;\r(2))y1
Вносим выражения x и y в исходное уравнение 3x2 + 2xy + 3y2 + 14x - 6y + 15 и, после преобразований, получаем:

EQ 4x21 + 2y21 + 8\f(1;\r(2))x1 + 20\f(1;\r(2))y1 = 15
Выделяем полные квадраты:

для x1:

EQ 4\b(x12+2•\f(1;\r(2))x1 + \f(12;\r(2))) -4•\f(12;\r(2)) = 4\b(x1+\f(1;\r(2)))\s\up6(2)-2
для y1:

EQ 2\b(y12+2•5•\f(1;\r(2))y1 + \f(52;\r(2))) -2•\f(52;\r(2)) = 2\b(y1+5•\f(1;\r(2)))\s\up6(2)-25
или

EQ 4\b(x1+\f(1;\r(2)))\s\up6(2)+2\b(y1+5•\f(1;\r(2)))\s\up6(2) = 12
или

EQ \f(1;3)\b(x1+\f(1;\r(2)))\s\up6(2)+\f(1;6)\b(y1+5\f(1;\r(2)))\s\up6(2) = 1
Построим график:

[image: image200.png]30 +x(2y+14)+3yv* -6y





[image: image201.png]3 +2x(Vv+ D +3((y-2)y+5)
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Рис. 1 – Эллипс исходной кривой
Задача 9

Привести к каноническому виду уравнение поверхности второго порядка
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и схематически изобразить эту поверхность.
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	h

	7
	5
	6
	0
	4
	-4
	-54


Решение:
Выделим квадратичную часть выражения, стоящего в уравнении слева:
[image: image215.png]7x%+5y2+ 622 + 4xz —4yz—54 =10




Квадратичная форма имеет вид:
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Выписываем ее матрицу:

[image: image217.png]



Находим ее собственные числа. Для этого запишем характеристическое уравнение:
[image: image218.png]7-2L 0 2
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Которое приводится к виду [image: image220.png]23+ 1822 — 991+ 162 =0





Отсюда (1 = 3, (2 = 6, (3 = 9. 
Для собственного числа (1 = 3 для координат собственного вектора  получим систему уравнений:

[image: image221.png]4u, +2u; =0
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Решая ее находим, что фундаментальная система решений содержит только одно решение, и в качестве собственного вектора можно взять:
[image: image224.png]-~

—=1/2




Для собственного числа (1 = 6 для координат собственного вектора  получим систему уравнений:

[image: image225.png]Uy + 2uy =0
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Решая ее находим, что фундаментальная система решений содержит только одно решение, и в качестве собственного вектора можно взять:
[image: image228.png]



Для собственного числа (1 = 9 для координат собственного вектора  получим систему уравнений:

[image: image229.png]—2u, + 2u;
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Решая ее находим, что фундаментальная система решений содержит только одно решение, и в качестве собственного вектора можно взять:
[image: image232.png]



Их длины равны соответственно [image: image234.png]


, [image: image236.png]
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Поэтому векторы нового ортонормированного базиса будут иметь координаты:
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Матрица перехода имеет вид:
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Старые координаты связаны с новыми уравнением:
[image: image246.png]
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Подставим эти выражения в исходное уравнение:
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Новое начало системы координат Q1 имеет координаты:
[image: image252.png]



В новой системе координат  уравнение принимает канонический вид:

[image: image253.png]



Это уравнение является каноническим уравнением однополостного гиперболоида. Его центр находится в точке Q1, две вещественные оси параллельны векторам i, j ,вещественные полуоси равны [image: image255.png]


 , [image: image257.png]


 . Мнимая ось параллельна вектору k , мнимая полуось равна [image: image259.png]


 . Изображение гиперболоида схематически приведено на рисунке 2.
[image: image260.png]



Рис. 2 - Изображение однополостного гиперболоида
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